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8 関数の性質 
基本問題 & 解法のポイント 

13 
 ( )( ) ( )( ) ( ) 2+== xhxhfxhf   

 これと ( )( ) ( )xgxhf = より， ( ) 22 xxh =+  ( ) 22 -=\ xxh  ・・・（答） 

14 

 ( )xfy = とすると，
1

3
+

=
x
xy より， ( ) xxy 31 =+  すなわち ( ) yyx -=- 3  

 ここで， 3=y とすると， 30 -=×x より，これを満たす xは存在しない。 

 よって， 3¹y より，
3-

-=
y
yx  

 ゆえに， ( )
3

1

-
-=-

x
xxf  ・・・（答） 

 ( )xgy = とすると， 12 -= xy より，
2

1+
=
yx  

 よって， ( )
2

11 +
=- xxg  ・・・（答） 

 

( ) ( ) ( )( )
( )( )

2

1
3

3
1

11

111

+
-

-
=

÷
ø
ö

ç
è
æ

-
-=

=

=

-

--

---

x
x
x
xg

xfg

xfgxgf

　　　　　

　　　　　

　　　　　



 

( )32
3
-

-=
x

　　　　　  ・・・（答） 

 補足 

  ( ) ( )( )xgfxgx fg ¾®¾¾®¾ より， ( )( ) ( ) xxfxfg fg ¾¾¾¬¾¾¾¬
-- --- 11 111  

  よって， ( )( ){ } ( )( )xfgxgf 111 --- =  
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A 
46 

(1) 

 

( )( ) ( )( )

( )
cbx

acbxa
cx
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a
cx
bx
cx
bxf

xgfxgf

++
++++
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+
+
+

+
+
+

×
=

÷
ø
ö

ç
è
æ

+
+

=

=

4
26
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

 

 したがって，条件より，
( )

34
89

4
26

+
+

=
++
+++

x
x

cbx
acbxa

は恒等式である。 

 これと分母の xの係数が等しいことから， 
 3,82,96 =+=+=+ cbacba  

 これを解くことにより， 2,1,3 === cba  

(2) 

 baxy += Û 0,2 ³+= ybaxy Û 0,
2

³-= y
a
b

a
yx より， 

 baxy += の逆関数は 0,
2

³-= x
a
b

a
xy  

 baxy += の逆関数は 0,
2
1

6
1 2 ³-= xxy となるから， 3,6 == ba  

47 

(1) 

 ( ) 137 --== xxfy とおくと， 037 ³-x より， 1-³y  ・・・① 

 また， 137 --= xy より， 371 -=+ xy  

 この両辺を 2 乗して整理すると， ( )42
7
1 2 ++= yyx  

 これと①より， ( )42
7
1 2 ++= yyx （ 1-³y ） 

 よって，求める逆関数は ( ) ( )42
7
1 21 ++=- xxxf （ 1-³x ） 

(2) 

 交点の x座標は 137 --= xx  ・・・② の解である。 

 ②の両辺を 2 乗して，整理すると 0452 =+- xx すなわち ( )( ) 041 =-- xx  
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 よって，必要条件は 4,1=x であり，これは②を満たす。 

 ゆえに，交点の x座標は 4,1  

 交点の座標は xy = 上の点だから，求める座標は ( ) ( )4,4,1,1  

(3) 

 ( )xfy = と ( )xfy 1-= は xy = に関して対称であることと(2)より， 

( )xfy = と ( )xfy 1-= の交点は ( ) ( )4,4,1,1 である。 

これと ( )xfy = は上に凸， ( )xfy 1-= は下に凸な曲線であることから， 

求める解は 41 ££ x  
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48 

(1) 
 ( )xfy = のグラフは下図のようになる。 

 

 ( )( ) ( )( )xffxffy ==  より， 

 ( ) 01 <£- xf のとき ( ) 12 += xfy  

  ここで， ( ) 01 <£- xf となるのは， ( )xfy = のグラフより， 1
2
1,

2
11 £<-<£- xx のとき 

これと
2
11 -<£- x のとき ( ) 12 += xxf ， 1

2
1

£< x のとき ( ) 12 +-= xxf より， 

  34 += xy ÷
ø
ö

ç
è
æ <£-

2
11 x  ・・・① 

  34 +-= xy ÷
ø
ö

ç
è
æ £< 1

2
1 x  ・・・② 

x

y

O
- 1 1 - 1

2 1
2 

- 1 

1 

y = 2x + 1 y = - 2x + 1 
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 ( ) 10 ££ xf のとき ( ) 12 +-= xfy  

  同様にして， ( ) 10 ££ xf となるのは
2
10,0

2
1

££<£- xx のとき 

これと 0
2
1

<£- x のとき ( ) 12 += xxf ，
2
10 ££ x のとき ( ) 12 +-= xxf より， 

14 --= xy ÷
ø
ö

ç
è
æ <£- 0

2
1 x  ・・・③ 

14 -= xy ÷
ø
ö

ç
è
æ ££

2
10 x  ・・・④ 

  ①，②，③，④より， ( )( )xffy = のグラフは下図のようになる。 

 

 
 

x

y

O
- 1 1 

- 1
2 1

2 

- 1 

1 
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(2) 
 aの値は ( )( )xffy = と ( )xfy = の共有点の x座標である。 

 よって，下図より， aは 1± ， 12 += xy と 14 --= xy の共有点の x座標および 

 12 +-= xy と 14 -= xy の共有点の x座標である。 

 12 += xy と 14 --= xy の共有点の x座標は 1412 --=+ xx より，
3
1

-=x  

 12 +-= xy と 14 -= xy の共有点の x座標は 1412 -=+- xx より，
3
1

=x  

 よって，
3
1,1 ±±=a  ・・・（答） 

 

 
 

x

y

O
- 1 1 

- 1
2 1

2 

- 1 

1 

y = 2x + 1 y = - 2x + 1 

y = 4x - 1 y = - 4x - 1 
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(1) 

 ( )xfy = とおくと，
dcx
baxy

+
+

=  

 ここで， 0¹- bcad より， 0== ba とはならないから ( )xfy = は 0=y ではない。 

 よって， ( )xfy = の逆関数が存在する。 

 
dcx
baxy

+
+

= の両辺に dcx + を掛け，整理すると， ( ) bdyacyx +-=-  

 0=- acy すなわち
c
ay = とすると，右辺は 0¹

-
-=+×-

c
bcadbcd

c
a  

 よって， ( ) bdyacyx +-=- を満たす xは存在しない。すなわち 0¹- acy  

 ゆえに，
acy
bdyx

-
+-

= より， ( )
acx
bdxxf

-
+-

=-1  ・・・（答） 

(2) 

 条件より，
acx
bdx

dcx
bax

-
+-

=
+
+  

 この両辺に ( )( )acxdcx -+ を掛けると， ( )( ) ( )( )dcxbdxacxbax ++-=-+  

 これを展開し， xについて整理すると， ( ) ( )( ) ( ) 02 =+-+--+ dabxdadaxdac  

 よって， ( ) ( ){ } 02 =---+ bxdacxda  

( ) ( ){ } 02 =-+-+ bxdacxda は恒等式だから， 

0=+ da または ( ) 02 =-+- bxdacx が恒等式 

ところが， ( ) xxf ¹ より， x
dcx
bax
¹

+
+

すなわち ( ) 02 ¹-+- bxdacx  

よって， 0=+ da は ( ) ( ) ( ) xxfxfxf ¹= - ,1 であるための必要条件である。 

逆に， 0=+ da とすると，
acx
bdx

dcx
bax

-
+-

=
+
+

より， ( ) ( )xfxf 1-= が成り立つ。 

また， 0=c とすると， x
d
bx

d
bdx

d
bax

dcx
bax

¹+-=
+-

=
+

=
+
+

より， ( ) xxf ¹  

よって， 0=+ da は ( ) ( ) ( ) xxfxfxf ¹= - ,1 であるための十分条件である。 

ゆえに，求める関係式は 0=+ da  ・・・（答） 
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50 

 

( ) ( )

( )

( )
1

2

23213

24

222
22
222

22
24242

22
242

+

++

+=

+=
+
+

=

+
×+×+

=
+
++

xx

xx

x

xx

x

xxx

x

xxx

　　　　　　　　

　　　　　　　　

　　　　　　　　  

 より， 124 ++= xxy  ・・・（答） 

 ( )
( ) 112

222

24

2

2

1

-+=

×+=

+= +

x

xx

xxy

　

　  

 より， ( ) 112
2

+=+ yx  

 また， 024 1 >+= +xxy  

 よって， 112 +=+ yx （ 0>y ）すなわち 112 -+= yx （ 0>y ） 

底が 2 の対数をとると， ( )11log 2 -+= yx （ 0>y ） 

 ゆえに，求める逆関数は ( )11log 2 -+= xy （ 0>x ） ・・・（答） 

51 

 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

( ){ } ( )
( ) ( ){ } ( ) ( )
( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )
( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )
( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( )

( ){ } ( ) ( ){ }11
1

11
11

1

1
2

+----=
-+-----=

--+-----=
--------=

-----=
-+-=

--=
-=-

xaxafxxf
xxfxxfxaxxfxaf

xxaxxxfxaxxfxaf
xxaxxxfxaxxfxaf

xxfxaxxfxaf
xxafxfa

xxfxaf
xxffxxg

　　　　

　　　　

　　　　

　　　　

　　　　

　　　　

　　　　

 

 よって， ( ) xxg - は ( ) xxf - で割り切れる。 

補足 

  ( ) xxg - を ( )xf について整理してから ( ) xxf - で割り算した。 
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B 
52 

(1) 

解法 1 
( )xfy = とすると， 

 

( )
( )

1
1

1
1

11
1

+
+

-=

+
++-

=

+
=

ax

ax
ax

ax
axxf

　　

　　  

 より， ( )xfy = のグラフは双曲線だから，逆関数 ( )xf 1- が存在する。 

 よって， ( )( )( ) ( )tftfff =-1  ・・・① 

 また， ( )( ) ( )tftff = より， ( )( )( ) ( )( ) ttfftfff == -- 11  ・・・② 
 したがって，①，②より， ( ) ttf = が成り立つ。 

解法 2 

 ( )( ) ( )
( )taf
taftff

+
=

1
， ( )( ) ( )tftff = より，

( )
( ) ( )tf
taf
taf

=
+1

 

 両辺に ( )taf+1 を掛けて整理すると， ( ) ( ){ } 01 =+- ataftf  

 よって， ( )( ) ( )tftff = を満たすとき， ( )
a
atf 1,0 -

=  

 ( ) 0=tf  すなわち 0
1

=
+ at
at

のとき 

1>a より， 0=t  ( ) 00 =\ f  

 ( )
a

atf 1-
= すなわち 

a
a

at
at 1

1
-

=
+

のとき 

両辺に ( )ata +1 を掛け，整理すると， 1-= aat  

これと 1>a より，
a
at 1-

=  
a
a

a
af 11 -

=÷
ø
ö

ç
è
æ -

\  

 以上より， ( )( ) ( )tftff = を満たすとき， ( ) ttf = も満たす。 
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(2) 

解法 1 

 ( ) 1
1

1
1

+
+

-=
+

=
axax

axxf より， 

( )( ) ( )

( ) 1
11

1

1

1
1

1

1
1

1

+
++

+
-=

+

+
×+

-=

+
+

-=

xaa
ax
ax
axa

xaf
xff

　　　　

　　　　  

よって， 

( )( ) ( ) ( )

( )
( ) ( )

( ){ }( )
( )

( ){ }( )axxaa
aaxax

axxaa
xaaax

axxaa
ax

axxaa
axxfxff

+++
-+-

=

+++
++++-

=

+
+

++
+

-=

÷
ø
ö

ç
è
æ +

+
--+

++
+

-=-

111
1

111
111

1
1

11
1

1
1

11
11

1

2

　　　　　　

　　　　　　

　　　　　　

 

これと ( )( ) ( ) 0³- xfxff より，
( )

( ){ }( ) 0
111

1
³

+++
-+-

axxaa
aaxax  

この不等式を同値変形すると， 
( ) ( ){ }( ) 01111 £+++-+ axxaaaaxax （ ( ) 01,011 ¹+¹++ axxaa ） 

 ここで， ( ) ( ){ }( ) 01111 =+++-+ axxaaaaxax の解は ( ) aaaa
ax 1,

1
1,1,0 -
+

-
-

= であり， 

 これと 1>a より， ( ) a
a

aaa
10

1
11 -

<<
+

-<-  

 よって， ( ) ( ){ }( ) 01111 £+++-+ axxaaaaxax （ ( ) 01,011 ¹+¹++ axxaa ）の解， 

 すなわち，求める不等式の解は ( ) a
ax

aa
x

a
10,

1
11 -

££
+

-<<-  ・・・（答） 

 補足 

  00 £×Û£ gf
g
f

（ 0¹g ）， 00 ³×Û³ gf
g
f

（ 0¹g ） 
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解法 2 

 ( ) 1
1

1
1

+
+

-=
+

=
axax

axxf より， 

( )( ) ( )

( )

( ){ }
( )

( )

( ) 111

1
11

1
1

1

1
11

1
1

111
1

1

1
11

1

1

1
1

1

1
1

1

2 +
+

+++
-=

+
++

+-
+

-=

+
++

+
+

-++
+-=

+
++

+
-=

+

+
×+

-=

+
+

-=

a
a

xaaa
a

xaa
a
a

a

xaa
a

xaa
a

xaa
ax
ax

axa

xaf
xff

　　　　

　　　　

　　　　

　　　　

　　　　

 

 よって，
( )

1
1

1
111 2

+
+

-³
+

+
+++

-
axa

a
xaaa

a  

これを整理すると，
( ) 1

1
1

1
11 2 +

-
+

£
+++ aaxxaaa

a
 ・・・① 

これと(1)の解法 2 より， ( )( ) ( )xfxff = の解は
a
ax 1,0 -

= だから， 

①は
a
ax 1,0 -

= のとき等号が成立する。 

よって，
( ) xaaa
ay

211 +++
= と

1
1

1
1

+
-

+
=

aax
y のグラフは次図のようになる。 

ゆえに，求める不等式の解は ( ) a
ax

aa
x

a
10,

1
11 -

££
+

-<<-  ・・・（答） 
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x

y

O
y = a

a + 1 + a a + 1( ) 2 x  

y = 1
1 + ax - 1

a + 1 

- 1
a a + 1( )  - 1

a  

a
a + 1 

- 1
a + 1 

1
a a + 1( )  

a
a - 1 
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53 

(1) 
 ( )xfy = が kx = （ 0¹k ）に関して対称であるとすると， 

任意の実数 tについて ( ) ( )tkftkf -=+ ，すなわち， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) dtkctkbtkatkdtkctkbtkatk +-+-+-+-=++++++++ 234234  

が成り立つ。 

よって， 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }
( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ){ } ( ) ( ){ }
( ) ( ){ }( ) ( ){ } ( ) ( ){ }( ) ( )( ) ( ){ }

( ) ( )
( ) ( )tcbkakktak

ctbkttkattkkt

ctbkt
tktktktktktkatktktktk

tktkctktkbtktkatktk

dtkctkbtkatkdtkctkbtkatk

+++++=

+++++=

++
-+-+++--++-++--+=

--++--++--++--+=

+-+-+-+--++++++++

234242

2432224

24

233

2222

222222

223344

234234

　　

　　

　　　　

　　

　　

 

 より， ( ) ( ) 0234242 233 =+++++ tcbkakktak  

これは tの恒等式だから， 04 =+ ak  ・・・① 0234 23 =+++ cbkakk  ・・・② 

①より，
4
ak -=  

これを②に代入すると， 0
4

2
4

3
4

4
23

=+÷
ø
ö

ç
è
æ-+÷

ø
ö

ç
è
æ-+÷

ø
ö

ç
è
æ- cabaaa

より， ( ) 0848 3 =+- caba  

ゆえに， 0843 =+- caba  ・・・（答） 
(2) 

 0843 =+- caba より，
8

43 abac +-
=  

よって， 

( )

dxaxbaxax

dxabaxbaxax

dxababxxaxax

dxababxaxx

xfy

+÷
ø
ö

ç
è
æ +

-
-÷

ø
ö

ç
è
æ +=

+×
+-

+
+-

+÷
ø
ö

ç
è
æ +=

+
+-

++-÷
ø
ö

ç
è
æ +=

+
+-

+++=

=

22
4

2

24
4

4
4

2

8
4

42

8
4

2
22

2

2
2

22
2

3
22

22
2

3
234

　

　

　

　

 

 したがって， ( ) ( ) xaxxhdxbaxxg
2

,
2

4 2
2

2 +=+
-

-= とおくと， ( ) ( )( )xhgxf = より， 

 ( )xfy = は 2 つの 2 次関数の合成関数となる。 


